5. INTRODUCCION A LA INFERENCIA
ESTADISTICA

®

JERZY NEYMAN

Los métodos mds utilizados en inferenda estadistica son los intervalos de
confianza y las pruebas de significacién. Ambos métodos son un producto
del siglo XX. A partir de un complejo v a veces confuso origen, las pruebas
estadisticas tomaron su forma actual en los escritos de R. A. Fisher, al cual
nos encomntrames al comienzo del capitulo 3. Los intervalos de confianza
aparecieron en 1934 gracias al ingenio de Jerzy Neyman (16%4-1981). -

Neyman se formd en Peionia y, al igual que Fisher, trabajé en un insti-

- tute de investigacion agricola. En 1934, Neyman se trasladd a Londres v en
“1938 dbtuvo una plaza dé profesor en 12 University of California en Berke-
ley. En EEUU Neyman fundé el Laboratorio de Estadistica de Berkeley
{Berkeley's Statistical Laboratory), del que fue director incluso después de su
jubilacion en 1961. Esta no significé zna disminucion de su actividad cien-
tifica —permanecié activo hasta el final de su larga vida, e incluso después
de jubilado casi llegd a duplicar el niimero de sus publicaciones. Los pro-
blemas estadisticos derivados de campos tan diversos como la astronomia,
la biologia v la climatologia atrajeron la atencién de Jerzy Neyman.

A Neyman y a Fisher se les considera los fundadores de [a estadistica
aplicada moderna. Aparie de dar a conocer los intervalos de confianza, Ney-
man contribuyo a la sistematizacion de la teoria del muestreo y dio un nuevo
enfoque a las pruebas de significacion. Fisher, a quien le encantaba la poié-
mica, mosiré su desagrado por el enfoque de Neyman, el cual, no siendo
timido, respondid de manera enérgica.

Las pruebas de significacién y los intervalos de confianza son los temas
de este capitulo. Como la mayoria de los usuarios de la estadistica, utiliza-
remos el método de Fisher para ias pruebas de significacién. Enconfrards
algunas de las ideas de Neyman en la dltima seccién, que es optativa.
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vo de la poblacion. Esta encuesta se basa en una muestra probabilistica de hogares 2
nivel nacional,

EJEMPLO 5.2

La encuesta NAEP incluye una prueba breve de habilidad aritmética y de su aplica-
cidén a problemas reales. Los resultados de la prueba van de 0 a 500. Por ejemplo, una
-persona.que obtenga una puntuacion de 233 es capaz de sumar los importes de dos
tes.que aparecen en el justificante de un banco; aiguien que obtenga una pun-
tuacion de 325 es capaz de calcular el precio de una comida a partir de los piecios de
fa carta; una persona con una puni:uacmn de 375 puede transformar un precio expre-

n'mecha de estos hombres en la prueba de caleulo aritmético fue
= 777 Estos 840 hombres son una muesira aleatoria simple de la poblacion de hom-
bres j jovenes. En base a esta muestra, ;qué podemos decir sobre la puntuacién media
i de la poblacién de los 9.5 millones de hombres jovenes con estas edades? B

La media muestral T es un estimador insesgado de la media poblacional desco-

hacer mds preciso “cerca de 272", nos preguntamos: ;Cdmo variarin In media muesiral 7
st tonudramos muchas muestras de 840 hombres jovenes de esta mtisma poblacidn? Recuerda
_principales caracteristicas de ladistribucidn de =

* T tiene una distribucién normal (el teorema del limite central nos indica que el

“ promedio de 840 observaciones tiene una distribucién que se parece mucho a
una distribucidn normal).

* La media de esta distribucidn, normal s 1a misma que Ia media desconomda
de la poblacmm 1%
La desviacidn tipica de 7 en una muestra aleatoria simple de 840 hombres es
o/ V840, donde o es Ia desviacion tipica de las puntuaciones individuales de
todos los hombres jovenes.

Supongamos que szbemos por experiencia que la desviacion tipica de las pun-
gy tuaciones de la poblacidn de todos los hombres jovenes es o = 60. La desviacién tipi-
ca de T es entonces:

ks ! Francisco L. Rivera-Batiz, 1992, “Quantitative literacy and the likelthcod of employment
LA among young adults™, fournal of Human Resources, 27, pags. 313-328.

nocida . Debido a que T = 272, podemos suponer que u “estd cerca de 2727, Para

R b e Rt S0t bt a0 0
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T 60 _
Vi /840

(No es muy realista suponer que conocemos o. En el proximo capitulo veremos cémo
proceder cuando o es desconocida. De momento, estamos mds interesados en el
razonamiento estadistico que en los detalles de los métodos pricticos).

En muchas muestras repetidas de tamafio 840, la puntuacién media 7 variaria de
acuerdo con una disiribucidn normai de media igual a la media desconocida i y des-
viacion tipica 2,1. La inferencia sobre la ¢ desconocida utiliza esta distribucién de .
La figura 3.1 presenta esta distribucién. Los distintos valores de T aparecen a lo largo
del eje de las abcisas de la figura y la curva normal indica la probabilidad de estos

valores.

Distribucion

/ de?

n
{desconocida)

Figura 5.1. Distribucion muestral de la puntuacién media ¥ de una
muestra aleatoria simple de 840 hombres jovenes en la prueba de arit-
mética de [a encuesta NAEP.

5.2.1 Confianza estadistica

La figura 3.2 es oira representacion de la misma distribucion muestral, que ilusira las
siguienies ideas:

+ La regla del 68-95-99,7 esteblece que aproximadamente en un 95% de las
muestras T se enconfrard entre ¢ — 20 ¥ o + 20 Es decir, en un 95% de
las muestras T estard enfre p—- 42y p + 42
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Figura 53. Veinticinco muestras de la misma poblacién dieron estos
intervalps de confianza del 95%. Después de muchos muestreos, un 95%
de las muestras dan intervalos que concienen la media poblacional .

EJERCICIOS

5.1. Una encuesta del New York Times sobre temas de interés para la muier entrevistd
a 1.025 mujeres seleccionadas aleatoriamente en EE UU, excluyendo Alaska y Hawai.
La encuesta haild que el 47% de las mujeres decian que no tenian suficente tiempo
para ellas, '

(2} Lz encuesta daba en sus conclusiones un ervor de estimacidn de + 3 puntos
porcentuales con una confianza del 95%. ;Cual es el intervalo de confianza del 95%
para el porcentaje de las mujeres adultas que creen que no tienen suficiente tiempo
para ellas?

Introduccidn a I inferencia estadistica (c.5) / 337

(b) Explicale a alguien que no sepa nada de estadistica por qué no podemos decir
simplemente que el 47% de las mujeres adultas no tienen suficiente tiempo para ellas.
(¢) Luego explica claramente qué quiere decir “una confianza del 95%".

5.2. Un estudiante lee que un intervalo de confianza del 95% para la media de los
resultados en la prueba de aritmética de la encuesta NAEL, para hombres entre 21 ¥
25 afios, estd entre 267.8 v 276,2. Al preguntarle el significado de este intervalo, el
estudiante respondé, “el 95% de todos los hombres jévenes tienen resultados entre
2678 y 276.2", ;Tiene razdn el estudiante? Justifica tu respuesta.

5.3. SupGn que haces pasar la prueba de aritmética de la encuesta NAEP a una mues-
tra aleatoria simple de 1.000 personas de una gran poblacién, y obtenes una media
de 280 v una desviacidn tipica o = 60. La media I de los 1.000 resultados variara si
tomas muestras repetidas.

(a) La distribucién de Z es aproximadamente normal. ;Qué valores toman su
media y su desviacion tipica?

(b} Dibuja la curva normal que describe cdmo varfa T en muchas muestras de
esta poblacion. Sefiala su media y los valores situadas.a una, dos y tres desviaciones
Hpicas a cada fado de Ia media,

{c) Segtin la regla del 68-95-99.7, aproximadarmente el 95% de todos los valores de
I se sittian entre de la media de esta curva. ;Cudl es el ndmero que falta?
Llama m al error de estimacién. Sefiala la zona entre la media menos m v la media mds
m en el gje de las abcidas de tu grafico con una linea gruesa como en la figura 5.2.

{d) Siempre que I se sittie en la zona que has sefialado, el verdadero valor de la
media de la poblacion, ¢ = 280, se hallard en el intervaio de confianzaT-m y z + m.
Debajo de tu grifico, dibuja el intervalo de conflanza de un valor de T que esté situa-
do dentro de la zona sefialada en () y de un valor de T que esté situado fuera (utili-
za la figura 5.3 como medelo). )

{e) ;En qué porcentaje de todas las rmuestras el intervalo de confianza T = m con-
tendra a la verdadera media g = 28(? !

5.4, Los 6xidos de nitrdgeno (denominados NOx de forma abreviada) que emiten los anto-
méviles y los camiones contribuyen de manera importante a [a contaminacion del aire. La
cantidad de NOy que emite un determinado modelo de automdvil varia entre los distintos
vehiculos. Para un modelo de camidn ligero, las emisiones de NOx varfan con una media
£ que es desconocida y una desviacdidn tpica o = 0.4 gramos por km. En una muestra alea-
toria simple de 30 de estos camiones, ia media muestral Z del nivel de NOx representa una
estimacion de la ¢ desconocida. Obtendras distintos valores de T si repites tu muestreo.

(a} La distribucién de T es aproximadamente normal. ; Cudles son su media y su
desviacion tipica?
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Curva normal

— estandarizada

" Probabilidad = 0,1 Probabilidad = 9,1

-z*=-1,28 * =128

Figura 5.4. El 0,8 de la probabilidad central de una curva normal estan-
darizada se encuentra entre -1.28 v 1.28. A [a derecha de 1238 v por
debajo de la curva hay un drea de Q.1. ’

Curva normal
estandarizacla

/

Probabilidad = -I——;—E

1-C

Probabilidad = b

Introduccidn a la inferencin estadistica (€.5) / 341

VALORES CRITICOS

El niimero z°, con una probabilidad p a su derecha y por debajo de la curva
normal estandarizada, se lama el valor critico superior de p de la distribu-
cién normal estandarizada.

Probabilidad p

He aqui como caleular un intervalo de confianza de nivel C.

» Cualquier curva normal tiene una probabilidad C entre el punto situado a =*
desviaciones tipicas a la izquierda de su media v el punto situadeo a =" desvia-
ciones tipicas a [a derecha de su media.

* La desviacidn tpica de-la distribucion de 7 es o /v, y su media es la media
de la pobiacién g Por tanto, existe una probabilidad C de que Ia media mues-
tral observada T tome un valor entre

(=3 . o

=2 e y Moz =

vnoo o n
* Siempre que ocurre lo anterior, la media poblacional u se encuentra entre
T _ . T
ﬁ ¥ T+z ﬁ
Este es nuestro intervalo de confianza. La estimacion de la media desconocida
es T, y €l error de estimacidn es z'o /.

T—z"

Figura 5.5. En general, la probabilidad central C, por debajo de una
curva normal estandarizada, se encuentra entre - z* y z°. Debido a que
=" tiene un drea de (1- €')/2 a su derecha por debajo de la curva, Hama-
mos a =" el valor critico superior.

INTERVALO DE CON_FIANZA PARA LA MEDIA POBLACIONAL

Obtén una muestra aleatoria simple de tamano n de una poblacién con una
media desconocida ¢ y una desviacidn tipica & conocida. Un intervalo de
confianza de nivel C' para p es: '

[=2
vn
Aqui =* es el valor critico superior de (1- C)/2 de la distribucidn normal
estandarizada, hallado en la tabla C. Este intervalo es exacto cuando la dis-
tribucién poblacional es normal y aproximadarmente correcto para n grande
en los demads casos.

Tk
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hotel de las principales cadenas han estado en su empresa actual (supdn que se sabe
que Ia desviacién tipica del tiempo de permanencia de los directores en la empresa
es de 3,2 afios).

5.6. La DRP (Degree of Reading Power) es una prueba sobre la capacidad lectora de los
nifios. Aqui tienes los resultados de Ia prueba DRP de una muestra de 44 alumnos de
tercer curso de un mistnoe municipio.?

. 4 26 3% 14 42 18 25 43 46 27 19
47 18,26 35 34 15 44 40 38 31 46
52 25 35 35 33 29 34 41 49 28
47 35 48 22 33 41 51 27 14 54 45

(a) Creemos que la distribucion de los resultados en Ia prueba DRP es aproxima-
damente normal. Dibuja un diagrama de tallos o un histograma de la distribucion de
estos 44 resultados y describe su forma.

(2) Supén que se sabe que la desviacion tipica de fa poblacién de los resuitados
de la prueba DRP es o = 11. Da un intervalo de confianza del 99% para la media de
los resultados en el municipio.

(¢) ¢Confiarias en tus conclusiones de (b) si estos resultados provinieran de wna
misma clase en una escueia del municipio? ;Por qué?

5.7. Aqui tienes las medidas (en milimetros) de una dimension critica de una mues-
tra de ciglienales de automévil. )

224120 224,001 224,017 223982 223989 223961
223860 224089 223987 223976 223902 273980
224,098 224057 223913 223.999

Los datos provienen de un proceso de produccidn que se sabe que tiene una des-
viacion tipica o = 0.060 mm. La media del proceso se supone que es 1 = 224 mm, pero
puede desviarse de su objetivo durante la produccidn.

(a) Suponemos que la distribucion de la dimensidn critica de los digiiefiales es
aproximadamente normal. Dibuja un diagrama de tallos o un histograma con estos
datos y describe la forma de la distribucién.

(b} Da un intervalo de confianza del 95% para la media del proceso en el momen-
to en que se produjeron estos cigiiefiales.

*Maribeth Cassidy Schmitt, The Effects of anr Elaborated Divected Reading Activity an '
; ! ¥ s the Aet -
prefiension Skills of Third Graders, Ph.D., Purdue University, 1987, ¢ Y e

Introduccidn a la inferencia estadistica (c.5) / 345

5.8. El andlisis del nivel de potasio en [a sangre no es absolutamente predso. Ademds,
el nivel de potasio et [a sangre de una persona varia ligeramente de un dia para otro.
Supén que el nivel de potasio en la sangre de una misma persona en analisis repeti-
dos en distintos dias varfa de forma normal con o = 0,2,

(a) Se analiza una vez el nivel de potasio de Julia. El resultado es z = 3,2. Da un
intervalo de confianza del 90% para Ia media de su nivel de potasio.

(b) Si se hubieran hecho 3 andlisis en dias distintos y la media de los andlisis
fuera ¥ = 3,2, jcudl es el intervalo de confianza det 90% para Iz media del nivel de

potasio en la sangre de Julia?

5.2.3 Comportamiento de los intervalos de confianza

El intervalo de confianza T + z*¢/Vn para la media de una poblacién normal ilustra
algunas de las propiedades importantes que son compartidas por todos los interva-
los de confianza de uso frecuente. El usuario escoge el nivel de confianza, y el error
de estimacion depende de esta decision. Nos gustaria tener un nivel de confianza alto
v también un error de estimacién pequefio. Un nivel de confianza alto significa que
nuestro método casi siempre da respuestas correctas. Un error de estimacién peque-
fio significa que [a estimacidn del pardmetro poblacional es bastante precisa. El error

e estimacion es

Error de estimacion = &” —

rTor = —

60

Esta expresion tiene =* y ¢ en el numerador y vn en el denominador. Por tantg, el
error de estimacidn se hace menor cuando

* =" se hace menor. Una =" menor es lo mismo que un nivel de confianza
menor {mira otra vez la figura 5.5). Existe una relacion entre el nivel de con-
fianza y el error de estimacion. Con unos mismos datos, para tener un error de
estimacidn menor, tienes que aceptar una confianza fnenor.

* o se hace menor. La desviacién tfpica o mide la variacion de la poblacidn. Pue-
des pensar en la variacidn entre los individuos de una poblacién como en un
ruido que ocuita el valor promedio p. Es mds facil estimar con precisién p
cuando o es pequeia,

* 7 se hace mayor. Un incremento del tamafio de la muestra n reduce el error de
estimacién para un nivel de confianza determinado. Debidoa que n estd den-
tro de la raiz cuadrada, tenemos que multiplicar por cuatro el tamafio de Ia
muestra para reducir a la mitad el error de estimacion.
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el nivel de confianza escogido v despeja n en la ecuacion anterior. He aqui el resul-

tado.

TAMANQ DE LA MUESTRA PARA UN ERROR
DE-ESTIMACION DESEADO

Un intervalo de confianza para [a media poblacional tendra un error de esti-
macidn determinado m, cuando el tamafio de la muestra sea

2

Esta formula no se puede utilizar a la ligera. En I préctica, la obtencién de obser-
vaciones cuesta tiempo y dinero. Puede ocurrir que el tamasio de la muestra ideal sea
inviable por razones econémicas. De nuevo, ffjate en que es el tamario de [a muestra
lo que determina el error de estimacion. El tamaiio de la poblacidn (siempre que la
poblacién sea mucho mayor que la muestra) no influye sobze el tamafio de la mues-
tra que necesitamos.

EJEMPLO 5.6

La gerencia de la empresa exige al laboratorio del ejemplo 5.4 que dé resultados con
una precision de = 0,005 y con una confianza del 95%. ; De cuéntas observaciones tie-
nen que constar las muestras?

El error de estimacion deseado es m = 0,005. Para una confianza del 95%, Ia tabla
Cda 2" = 1,960. Sabemos que o = 0,0068. Por tanto,

(z‘a’)z (1.95 x 0,0068\*
n= = —— = 7,2
m 0.005

Debido a que 7 observaciones daran un error de estimacién ligeramente superior al
deseado, y 8 observaciones un error de estimacién algo menor, & laboratorio Hene que
hacer 8 anilisis de cada comprimido para cumplir con las exigencias de la gerencia
(siempre redondea n hasta el nimero entero mayor mds proximo). Cuando Ia gerencia
conozea el coste de realizar tantos andlisis, puede ser que reconsidere su demanda. B

Introduecidn a ln inferencia estadistica {(c.5) /- 349

EJERCICIOS

5.13. Para valorar la precisién de una balanza de laboratorio, se pesa repetidamente
una pesa con un peso conocido-de 10 gramos. Las lecturas de la balanza se distribu-
yen de forma normal con una media desconocida (esta media es de 10 gramos si la
balanza no estd sesgada). La desviacion tipica de las lecturas de 1a balanza se sabe
que es de 3,0002 gramos.

(a) Se pesa 5 veces la pesa. El resultado medio es de 10.0023 gramos. Da un inter-
valo de confianza del 98% para la media de las pesadas repetidas de la pesa.

{b) ;Cudntas pesadas deben promediarse para obtener un error de estimacion de
+0.0001 con una confianza del 98%?

5.14. ;Cudl deberia ser el tamafio de la muestra de los directores de hotel del ejerci-
cio 5.5, para estimar [a media p con una precisién de = 1 afio con una confianza del

99%?

5.15. ;Cudl deberia ser el tamario de ja muestra de los cigiiediales del ejercicio 5.7,
para estimar la media j¢ con una precisién de = {,020 mm con una confianza del

05%7

5.2.5 Algunas precauciones

Cualquier férmula para hacer inferencia estadistica es correcta séio en unas circuns-
tancias concretas. 5i los procedimientos estadisticus [levaran advertencias como los
medicamentos, la mayoria de los métodos de inferencia llevarian advertencias muy
extensas. La formula que va conocemos para la estimacion de una media normal,
I = z"or/¥n, va acompanada de la siguiente [ista de advertencias.

* Los datos deben proceder de una muestra aleatoria simple de una poblacidn,
Estamos compiétamente a salvo si los datos proceden de una muesira aleato-
ria simple. No estamos en gran peligro si los datos se han obtenido de forma -
que se puedan asimilar a los de una muestra aleatoria de una poblacién. Este
es el caso de los ejemplos 5.4, 5.5 y 5.6, donde tenfamos presente que la pobla-
cién era el resuitado de un mimero muy grande de anilisis repetidos de un

. mismo comprirmido. ] .

« La formula no es correcta para sistemnas de muestreo mds complejos que los
muestreos aleatorios simples, pero existen métodos correctos para esos otros
sisternas. No mostraremos como calcular intervalos de confianza en el casode -
muestreos estratificados o de muestreos en etapas muiltiples. 5i utilizas estos .
tipos de muestreo, asegtirate de que sabes cdmo levar a cabo la inferendia.
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(a) Utilizando un lenguaje sencillo, explicale a alguien que no sepa estadistica
qué significa “una certeza del 95%" en este raso.

{b) La encuesta mostraba que Carter iba en cabeza. Sin embargo, la empresa
encuestadora dijo que ios resultados eran demasiado ajustados como para predecir
quién iba a ganar. Explica por queé.

(c) Al oir los resultados de la encuesta, un poltico preguntd nervioso: “;cudl es
la probabilidad de que més de la mitad de los votantes prefiera a Carter?” Un exper-
to en estadistica contesté que a esa pregunta no se podia responder a partir de los
resultados de [a encuesta y que no tenia sentido hablar de tal probabilidad. Expiica
por qué.

5.18. Una encuesta reciente del New York Times/CBS planted la pregunta: “;estarias a
favor de introducir una enmienda en la Constitucin que permitiera los rezos orga-
nizados en las escuelas publicas?” El 66% de la muestra contesté “Si”. E] articulo que
descrgge Ia encuesta dice que “estd basada en entrevistas telefonicas [levadas a cabo
entre el 13 y el 18 de septiembre a 1.664 adultos de EE UL, exceptuando Alaska v
Hawai... los mimeros telefGnicos se construveron de forma aleatoria ¥, por tanto
accediendo a niimeros que aparecian o no en la guia telefénica”. '

{a) El articulo da un error de estimacién de 3 puntos porcentuales. Determina un
intervalo de confianza para el porcentaje de todos los adultos que estdn a favor de la
enmienda sobre los rezos organizados en las escuelas.

(b) El articulo continva diciendo: “los errores tedricos no tienen en cuenta un error
de estimacion adicional resultante de las diversas dificultades précticas que surgen al
llevar a cabo cualquier encuesta de opinién publica”. Haz una lista de algunasc:‘difi-
cultades practicas” que puedan causar errores a afiadir al error de estimacién del =3%.
Presta especial atencion a la descripcion del método de muestreo que da el articulo.

RESUMEN

El objetivo de un intervalo de confianza es estimar un pardmetro desconocido obte-
niendo una indicacion sobre la precision de [a estimacion ¥ sabre cudl es nuestra con-
fianza de que el resultado sea correcto. ‘

* Cualquier intervalo de confianza tiene dos partes: el intervalo calculado a partir
de los datos y el nivel de confianza. Los intervalos, a menudo, Henen la forma:

estimacidn + error de estimacién

El nivel de confianza indica la probabilidad de que el método dé una respuesta
correcta. Esto es, si utilizaras repetidamente los intervalos de confianza del 95%, des-

Introduccidn a la inferencin estadisticn (c.5) / 353

pués de muchos muestreos, un 95% de estos intervalos contendria el verdadero valor
del pardmetro. No puedes saber si un intervalo de confianza del 95% calculado a par-
tir de un determinado conjunto de datos contiene el verdadero valor del pardmetro.

Un intervalo de confianza de nivel C para la media p de una poblacién normat
con una desviacién tipica o conocida, basade en una muestra aleatoria simple de

tamafio n, viene dado por

. T

TEa—

vn
Aqui, =" se ha escogido de manera que la curva normal estandarizada tenga un
drea C entre — * y 2. Debido al teorema del limite central, este intervalo es aproxi-

madamente correcto para muestras grandes cuando la poblacidn no es normal.

Ei niimero z* se llama valor critico superior de p de la distribucién normal estart-
darizada para p = (1 -~ C)/2. En la tabla C aparecen los valores criticos de muchos

niveles de confianza.
Si se mantene lo demds constante, el error de estimacion de un intervale de con-

fianza se hace pequefio cuando

= & ginivel detonfianza € disminuve,
* la desviacién tipica poblacional & disminuve, v
* el tamanio de la muesira 2 anmenta.

Fl tamafio de muestra necesario para abtener un intervalo de confianza con un
determinado error de estimacidn m para una media normal es

Donde 2 es el valor eritico para el nivel de confianza deseado. Redondea siempre n
hacia arriba cuando utilices esta formula. ‘

La férmula de un determinado intervalo de confianza s correcta solo en unas
condiciones concretas. Las condiciones mds importantes hacen referencia al procedi-
miento utilizado para obtener los datos. Otros factores tales como la forma de la dis-
tribucidn de la poblacion también pueden ser importantes.

EJERCICIOS DE LA SECCION 5.2

5.19. La prueba ARSMA (Acculturation Rating Scale for Mexivan Americans) es una
prueba psicolégica que mide el grado de integracién en la cultura anglosajona de los
estadounidenses de origen mexicano en detrimento de la cultura mexicano-espario-
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do Alaska y Hawai. La encuesta daba un error de estimacion de + 3 puntos porcentua-
les con una confianza del 95% para los resultados de las mujeres. El error de estimacidn
de los resultados de los hombres era de + 4 puntos porcentuales. ¢Por qué el error de
estimacidn de los hombres es mayor que el error de sstimacion de las mujeres?

5.25. Cuando el estadfstico que estima un parametro desconocido tiene una distribu-
cién normal, un intervalo de confianza para el pardmetro tiene la forma

estimacion % = oge {a estimacion

En un diserio de encuesta muestral complejo, la estimacion de la media y de [a des-
viacion tipica peblacional de esta estimacidn exige calculos elaborados. Pero cuando
se nos da la estimacion y su desviacion tipica, podemos calcular un intervalo de con-
flanza para u sin conocer las formulas que condujeron a estos valores,

Un informe basado en la Encuesta Mensual de la Poblacion Activa de EE UL esti-
ma que la mediana de los ingresos semanales de los trabajadores asalariados es de
664 dolares y que la desviacion tipica de esta estimacion es de 3,50 ddlares. La
Encuesta Mensual de la Poblacién Activa utiliza un elaborado disefio muestral en
etapas multiples para seleccionar una muesira de aproximadamentie 60,000 hogares.
La distribucidn de la mediana de los ingresos estimadas es aproximadamente nor-
mal. Da un intervalo de confianza del 95% para la mediana de los ingresos semana-
les de todas las familias de trabajadores asalariados.

5.3 Pruebas de significacién

Los intervalos de confianza son uno de los dos procedimientos de inferencia estadis-
Hca mas ampliamente utilizados. Utilizalos cuando tu objetivo sea estimar un para-
metro poblacional. El segundo procedimiento de inferencia mas ampliamente utili-
zado tiene otro objetivo: valorar la evidencia proporcionada por los datos a favor de
alguna hipétesis sobre la poblacién. Los razonamientos de las pruebas de significa-
cién, de forma andloga a los razonamientos de los intervalos de confianza, se basan
en preguntar qué ocurrirfa si repitiéramos el muestreo o el experimento muchas
veces. He aqui el primer gjemplo que exploraremos,

EJEMPLO 5.7

Los fabricantes de refrescos light utilizan edulcorantes artificiales con el objeto de evi-
tar el azticar. Los refrescos con este tipo de aditivos pierden poco a poco su sabor

Introduccidn a la inferencia sstadistica (c.5) / 357

dulce. En consecuencia, los industriales, antes de comercializar nuevos refrescas,
determinan la pérdida de dulzor. Unos catadores experimentados valoran la dui
zura de los refrescos, utilizando como referencia una serie de patrones, en una
escala que va de 1 a 10. Posteriormente, se guardan los refrescos durante un mes a
altas temperaturas para simular e| efecto de un almacenamiento a temperatura
ambiente durante 4 meses. Pasado este tiempo, los catadores vuelven a valorar la
dulzura de los refrescos. Este es un experimento por pares. Nuestros datos son las
diferencias (la valoracion inicial menos la valoracién después del almacenamien-
to) entre las puntuaciones de los catadores. A mayor diferencia, mayor es la pérdi-
da de dulzura.

He aqui las pérdidas de dulzura para un nuevo refresco, tal como las han deter-
minado 10 catadores experimentados:

20 04 07 20 -04 22 -13 12 11 23

La mayor parte de los datos son positives. Es decir, la mayoria de los catadores
hallaron una pérdida de dulzura. De todas formas. las pérdidas son pequefias e
incluso dos catadores (las puntuaciones negativas} detectaron un incremento en la
dulzura de los refrescos. ;Constituyen esios datos unn buena evidencin a favor de que los
refrescos perdieron dulzura durante su almacenamienio? B

. 5.3.1 Razonamientos de las pruebas de significacién

El promedio de la pérdida de dulzura de [os refrescos viene dado por [a media muestral,

= KR + 72
= 2004 +...+23 -102.
10
Prueba de significacidn

No es una pérdida grande. Diez catadores distintos habrian dado, casi seguro, un
resultado diférente. Puede ser que este resultado se deba sélo al azar. Una prueba de

significacidn pregunta:
El resultado muestral = = 1,02, ,;reﬂe-ja una verdadera pérdida de dulznra?

O BIEN

El resultado T = 1,02, ;lo podemos obtener ficilmente sdlo por azar?
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* Laprueba de sabor de nuestro refresco dio 7 = 1.02. Este valor de 7 queda muy
alejado de g = 0 en la curva de la figura 5.8, tan alejado quie no ocuriria casi
nunca solo por azar si el verdadero valor de u fuera 0. Este valor observado
constituye una buena evidencia a favor de que en realidad la verdadera p es
mavor que (. Es decir, de que el refresco ha perdido dulzura. El tabricante
debe reformular el refresco y probar otra vez.

Una prueba de significacién consiste en preguntar cudl tendria que ser la proba-
blhdad de un resultado observado si la hipdtesis nula fuera realmente cierta. El paso
final en nuestra prueba consiste en calcular un nimero que nos indique ia probabili-
dad de que ocurra el valor observado I si A, es cierta. Cuanto menos probable sea
este resultaco, mayor es la evidencia en contra de .

Valor P

Mira otra vez la figura 5.8. 5i la hipdtesis alternativa es cierta, hav una pérdida de
dulzura y, por tanto, creemos que la pérdida media de dulzura T hallada por los cata-
dores serd positiva. Cuanto mds alejada se encuentre 7 en la direccion positiva, mds
convencidos estaremos de que la media poblacional p no es cero sino que toma un
valor positive. Medimos la fuerza de la evidencia en contra de H, por la probabili-
dad por debajo de la curva normal de la figura 5.8 situada a la derecha del valor
observado . Esta probabilidad se llama valor P. Es la probabilidad de que un resul-
tado se encuentre al menos tan alejado de ¢ como el valor observado. Cuanto menor
sea esta probabilidad, mds sorprendente serd nuestro resultado, y mds fuerte sérd la
evidencia en contra de la hipdtesis nula.

* Para el nuevo refresco, nuestros 10 catadores dieron una T=03. La figura 5.9
muestra el valor P de este resultado. Es fa probabilidad situada a la derecha
de 0.3. Esta probabilidad es aproximadamente 0.17. Es decir, cuando ia verda-
dera media poblacional es 0, un 17% de las muestras darian una puntuacién
media tan grande o mayor que (.3 sélo por azar. Un resultado con esta proba-
bilidad de ocurrir sélo por azar no constituye una buena evidencia en contra
de la hipétesis nula.

* Nuestra bebida dio una mavor pérdida de dulzura, % = 1.02. La probabilidad
de un resultade como éste o mayor es sdlo 0,0006. Esta probabilidad es el
valor P. Diez catadores darian una puntuacidn media al menos tan grande
coma 1.02 sdlo & veces de 10.000, si el verdadero cambio medio de dulzura
fuese 0. Un resultado tan poco probabie nos convence de que fa verdadera
media es realmente mayor que (.

TR

KRR
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Distribuciéon de ¥
cuando p = (

N

Valor P =017

p=0 _*

r=403

Figura 5.9. Valor P para ef resultado T = 0,3 en [a cata de un refresco. El
valor Pes la probabilidad (cuando M, es verdadera) de que 7 tome un
valor al menos tan grande como el valor realmente observado.

Siguificacion estadistica

Los valores P pequefios constituyen una evidencia en contra de H, ya que indican
que el valor observado es poco probable que ocurra sélo por azar. Los valores Pgran-
des no constituyen ninguna evidencia en contra de A, ;Tiene que ser muy pequefio
el valor £ para que podamos considerar que existe suficiente evidencia en conira de
H_? No existe ninguna regla. En la practica, se suele utilizar el nivel 0,05 {un resulta- \
do que, por azar, ocurriria no mds de una vez de cada 20 intentos) como referencia.
Un resultado con un valor P pequefio, digamos menor que 0,05, se considera esta-
disticamente significativo. Es solo una manera de decir que dnicamente por azar
dificilmente se produciria un resultado tan extremo.

5.3.2 Cémo se procede en una prueba de significacion

He aqui, en forma resumida, los pasos que se siguen en una prueba de significacién:
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5.3.3 Mds detalles: planteamiento de las hipétesis;

Ahora vamos a ver con mads detalle algunos aspectos de las pruebas de significacién
Lo primero en una prueba de significacién consiste en hacer una afirmacidn contra la
cual intentaremos encontrar evidencia.

HIPOTESIS NULA H,

La afirmacién que se contrasta en una prueba de significacién se llama hipé-
tesis nula. Las pruebas de significacidn se disefian con el objetivo de valorar
la fuerza de la evidencia en contra de la hipétesis nula. En general, [a hi-
potesis nula es una afirmacién de “ausencia de efecto” o de “no diferencia”.

L

La hipdtesis alternativa &, es una afirmacion sobre la poblacidn a frvor de [a cual
intentamaos encontrar evidencia. En el ejemplo 5.7 estuvimos busr:an;io evidencia a
favor de una pérdida de dulzura. La hipétesis nula establece que “no hay perdida”
de dulzura en promedio en una pobiacion de catadores grande. La hipo’te:sis alterna-
tiva establece que “si hay pérdida”. Por tanto, las hipdtesis son

Hyrp=0
Hyip>0

Pruebas de significacion de una cola

Esta hipétesis alternativa es de una cola, ya que sdlo estamos interesados en desvia-
ciones de la hipdtesis nula en una direccion.

EJEMPLO 5.8

El grado de satisfac;idn en el trabajo de los operarios de lineas de montaje, ;es dis-
tinto en funcién de si el ritimo de trabajo lo marcan ellos mismos o de si éste lo marca
l{nﬁ maquina? Un estudio escogid al azar 28 sujetos de un grupo de operarias de una
linea de montaje de componentes efectrénicos. Este grupo se dividis, también al azar
en dos mitades. Una mitad fue asignada a una linea de montaje con el ritmo de tra:
E:fajo marcado por una maquina y la otra mitad a una linea de mentaje de caracteris-
ticas similares a [a anterior, pero en la cual las operarias marcaban su propio ritme de

Introduccidn a la inferencin estadistica (¢.5) / 365

trabajo. Al cabo de dos semanas todas las operarias pasaron una prueba para de-
terminar su grado de satisfaccidn en el trabajo. Después de pasar la prueba, los dos
subgrupos se intercambiaron. Dos semanas mas tarde, las operarias volvieron a
pasar la prueba. Esta experiencia constituye otro efemplo de disefio por pares. La
variable respuesta es la diferencia entre las puntuaciones después de estar trabajan-
do en la linea al ritmo de trabajo marcado por las operarias vy después de estar ra- -
bajando en la linea de montaje al ritmo de trabajo marcado por una maquina.’

Pruebas de significacion de dos colas

El pardmetro de interds es la media p de las diferencias entre los resultados de las dos
pruebas en la pobiacién de todas las operarias en lineas de montaje. La hipdtesis nula
dice que no hay diferencias entre las dos condiciones de trabajo, es decir,

Hy:p=0
Los autores del estudic querian saber si las dos condiciones de trabajo proporciona-
ban satisfacciones distintas a las operarias. Los autores no especificaron la direccién
de la diferencia. Por tanto, la hipdtesis alternativa es de dos colas,

Hyip=0 B

Las hipdtesis siempre se refieren a alguna poblacién, no a resuitados particula-
res. Por este motivo, plantea siempre # v £, en términos de los pardmetros pobla-
cionales. Debido a que H, expresa el efecto del cual esperamos encontrar evidencia
a favor, a menudo es mds facil empezar planteando H,; y luego plantear 4, como la
hipdtesis de que la evidencia a favor no estd presente.

No siempre es facil decidir si /7, tiene que ser de una o de dos colas. En el ejem-
plo 5.8 Ia alternativa H, : ;¢ = 0 es de dos colas. Afirma, simplemente, que hay dife-
rencias en el grado de satisfaccion sin especificar la direccién de Iz diferencia. La
alternativa H, : pu > 0 en el ejemplo de la prueba de cata es de una cola. Debido a que
los refrescos sélo pueden perder dulzor durante el almacenamiento, sélo estamos
interesados en detectar variaciones positivas de p. La hipdtesis alternativa debe
expresar nuestras sospechas o nuestra esperanza. Es hacer trampa mirar primero los
datos y a continuacién plantear fa A, que mejor se ajuste a ellos. Asi, por ejemplo, el
hecho de que las operarias en el estudio deél ejemplo 5.8 estuvieran més satisfechas
cuando ellas misinas marcaban el ritmo de frabajo no tiene que influir en Iz eleccién

. Saivendy, G. P. McCabe, 5. G. Sanders, }. L. Knight v E. ]. McCormick, 1982, “Impact of per-
sonality and intelligence on job satisfaction of assembly line and bench work —an industrial study”,
Applied Ergonomics, 13, pags. 293-299.
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368 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

La mayoria de los programas estadisticos que llevan a cabo pruebas de signifi-
cacion calculan y dan los valores P. En algunos casos podemos calcular el valor Psi
conocemos ia distribucion muestral del estadistico de contrasts.

EJEMPLO 5.9

"En el ejemplo 5.7 las observaciones son una muesira aleatoria simple de tamafio
7 =10 de una poblacién normai con o = 1. La pérdida de dulzura media observada
en un refresco fue T = 0.3. El valor P para contrastar

Ha LH= 0
Heipp>0

s, por tanto,
P{Z>03

calculado suponiendo que H, es cierta. Cuando H, es cierta, 7 tiene una distribucién
normal de media i = {) y desviacion tipica igual a

Halla el valor Pa partir del cileulo de prababilidades normales. Empieza dibu-
jando la distribucion de ¥ y sombreando el drea correspondiente al vajor P. La figu-
ra 5.10 es el grifico de este gjemplo. Luego estandariza T para tener la distribucién
normal estandarizada Z y utiliza la tabla A,

z-0 S 03-0
0316 T 0316
=P{Z2>095 =1-0,828%=10,171]

PEZ>03)= P(

Este valor Pes el que aparece en la figura 5.9. B

Nivel de significacicn

Algunas veces damos un tiltimo paso para valorar la evidencia en contrade o Com-
paramos el valor Pcon un valor previamente determinado que consideramos decisi-
vo. Esto equivale a decidir de antemano cudl consideramos que tiene que ser [a evi-
dencia en contra de H,. El valor decisivo de P se llama mivel de significacidn. Lo
simbolizamos como e, la letra griega alfa. Si escogemos & = 005, exigimos que los
datos proporcionen una evidencia en contra de H, tan fuerte que ef valor de 7 no ocu-

Introduccidn a la inferencin estadfztica (c.5) / 369

rrirfa por azar més del 5% de las veces (1 vez de cada 20) cuando H, fuera dierta. Si
escogemos a = 0,01, exigimos una evidencia atin mds fuerte en contra de H, una evi-
dencia tan fuerte que el valor de Z sélo ocurriria por azar en un 1% de las ocasiones
(1 vez de cada 100} si H, fuera cierta.

SIGNIFICACION ESTADISTICA

St el valor £es mds pequefio o igual que a, decimos que los datos son esta-
disticamente significativos a un nivel a.

“Significativo” en estadfistica no quiere decir “importante”. Simplemente quiere
decir que “es muy poco probable que ocurra sélo por azar”. El nivel de significacidn
o hace que “poco probable” sea mds preciso. Significativo a un nivel 0.01 se expresa,
& menudo, de fa siguiente manera: “los resultados eran significativos (P < 0.01)". Agui
Psimboliza el valor P. El valor Paporta mas informacion que la afirmacién sobre la
significacion, ya que entonces podemos valorar la significacién a cualquier nivel que
escojamos. Por ejemplo, un resultado con P = 0.03 es significativo a un nivel de sig-
nificacién o = 0,05, pero no lo es a un nivel de significacién o = 0.01.

Distribucién de ¥
cuandop =0

™~

Figara 5.10. Valor Pen la prueba de una cola del efemplo 5.9.
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nado valor. Llama a este valor u,. La hipétesis nula es
Ho:tp=ypy

La prueba se basa en la media muestral . Debido a que el calculo de probabilidades
de distribuciones normales exige variables estandarizadas, utilizaremos como esta-
distico de contraste la media muestral estandarizada

I -y

a/vn

Estadistico =

Este estadistice = tiene una distribucién normal estandarizada cuando i, es cierta.
Si la hipétesis alternativa es de una cola, la cola de la derecha,

Hytp>pg

entonces el valor Pes la probabilidad de que una variable normal estandarizada Z
tome un valor al menos tan grande como el valor observado =, Esto es,

P=pPZ2z2)

El ejemplo 3.9 calcula este valor P en la prueba de! refresco. All, i, = 0, la media
muestral estandarizada era z = 0.95 v el valor Pera £(Z 2 0,95) = 0.1711, Un razona-
miento similar se aplica cuando la hipétesis alternativa establece que la verdadera u
s menor que el valor de la hipétesis nula g, (er una prueba de una cola),

Cuando f, establece que u es sencillamente distinta de 1, (prueba de dos colas),
para hallar evidencia en contra de la hipdtesis nula se tenen en cuenta los valores
de = que quedan lejos de 0 en cualquier direccién. El valor Pes la probabilidad de que
la variable normal estandarizada Z se encuentre, 2l menas, tan lejos de cero en cual-
guier direccidn como el valor z observado.

EJEMPLQ 5.10

Supén que el valor del estadistico de contraste = para una prueba de dos colas
es z=17. El valor Pde dos colas es la probabilidad de que Z$~1.7 0 de que £z 1.7.
La figura 5.11 muestra esta probabilidad en forma de 4reas por debajo de la curva
normal estandarizada. Debido a que ia distribucién normal estandarizada es simé-
trica, podemos calcular esta probabilidad hallandala P( 22 1.7) y doblando su valor.

Pz< -170Z 217=2P(Z> 17)=2(1—09554) = 0,0892

Introduccidn a In inferencia estadistica (¢.5) / 373

- P=0,0892

I I ]
-17 . [t} 1,7

Figura 5.11. El valor P para la prueba de dos colas del ejempla 5.10 es 1_51
suma de las dreas situadas a la izquierda de — 1.7 v a la derecha de 1.7,

Harjamos exactamente los mismos calculos si ef valor observado fuera - = - 1.7
Lo que importa es el valor absoluto |21, no si = es positivo o negativo. B
EJEMPLO 5.11

Las autoridades sanitarias establecen que la presion sistdlica media de la sangre de los
hombres entre 35 y 44 afios es 128 con una desviacidn tipica igual a 15. El director médi-
co de una gran empresa revisa sus archivos v halla que [a presidn sistdlica media de una
muestra de 72 ejecutivos de la empresa de este grupo de edad es T = 126.07. ;5e puede
afirmar que [a presion sistolica media de los ejecutivos de la empresa es distinta que la
media poblacional? Como siempre en este capitulo, hacemos el supuesto, poco realis-
ta, de que conocemos la desviacién Hpica poblacional. Supdn que los ejecutivos tienen
la misma o = 15 que la poblacidn de todos los hombres adultos de mediana edad.

Paso 1: Hipétesis. La hipdtesis nula establece que “no hay diferencias” con la
media nacional g, = 128. La hipdtesis alternativa es de dos colas, ya que el director
médico no piensa en una direccién particular antes de examinar los datos. Por tanto,
las hipétesis sobre la media desconocida g de la poblacién de ejecutivos son

Hp:p=128
Hy i p#128
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de H,. No encontrar evidencia en contra de #, sélo significa que los datos son com-
patibles con &, no que tengamos una clara evidencia a favor de que A, sea cierta.

EJEMPLO 5.12

En un debate sobre el nivel de formacién de la mano de obra de EE UU, alguien
dice, “en promedio, los jévenes de hoy no son capaces ni de calcular el saldo de su
cuenta corriente”. El NAEP afirma que una persona que obtenga una puntuacién
de al menos 275 en la prueba de aritmética (repasa el gjemplo 5.2) estd capacitada
para determinar el saldo de una cuenta corriente, La muestra aleatoria de 840 hom-
bres jovenes de la encuesta NAEP tiene una puntuacion media 7 = 272, algo menor
que la puntuacidn necesaria para calcular el saldo de una cuenta corriente. Estos
resultaclos muestrales, ;constituyen una buena evidenciza a favor de que la media
de todos los hombres jévenes es menor que 275? Al igual que en el ejemplo 5.2,
supon que o = 60.

Paso 1: Hipétesis. Las hipdtesis son

Hq:u=275
Hyip <273

Paso 2: Estadistico de contraste. E] estadistico z es
F— 272 - 275
= IR0 1,45

o/vn | 60/v/Bea0

Paso 3: Valor P. Debido a que H, es de una cola, la cola de la izquierda, son los
valores pequefios de = los que se tienen en cuenta en contra de H,. La figura 5.13 jfus-
tra el valor P. Utilizando 1a tabla A, encontramos que

P=P(Z < -145) =0,0735

Conclusién: Una puntuacidn tan pequefia como 272 ocurriria por azar,
aproximadamente, en 7 de cada 100 muestras si [a media poblacional fuera 275. Tene-
mas una cierta evidencia a favor de que la media de los resultados de los hombres
jévenes en la encuesta NAEP es menor que 275, B

£

Introduccidn a la inferencin estadistica (c.5) / 377

Curva normal
estandarizada

Valor P=10,0733

z=-143
Figura 5.13, El valor P de la prueba de significacion de una cola del
gjemplo 5.12.
EJERCICIOS

5.38. He aqui las mediciones (en milimetros} de la dimensidn critica de una muestra

de cigiiefiales de motores de automévil

224120 224.001 224.017 223982
223960 224.089 223587 223976
224098 224.057 223913 223,999
223089 233902 223961 223980
Se sabe que el proceso de fabricacién varia normalmente con una desviacidn tipica
o = 0,060 mm. La media del proceso se supone que es de 224 mm. Estos datos, ;pro-
porcionan suficiente evidencia a favor de que ia media del proceso no es igual al
valor objetive 224 mm?
{a) Plantea las H, y H. que contrastards.
{b) Calcula el estadistico z de contraste.
{c) Da el valor Pde ia prueba. ;Estds convencido de que la media del proceso no

es de 224 mun?

5.39. Se supone que las botellas de una famosa bebida refrescante contienen 300 mililitros
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Paso 2: Estadistico de contraste. El estadistico z es:

0.8404 - 0,86

=—4.99
0.0068/+3

Paso 3: Significacidn. Debido a que la prueba es de dos colas, comparamos
Izl = 4.99 con el valor critico /2 = 0.005 de la tabla C. Este valor critico es =* = 2.576.
La figura 5.15 ilustra los valores z que son estadisticamente significativos. Debido a
que {z! »2.576, rechazamos la hipétesis nula y concluimos (a un nivei de significa-
cién del 1%) que la concentracién no es la que se afirmaba que era. &

PRUEBAS = CON UN NIVEL DE S5IGNIFICACION PREDETERMINADO
PARA UNA MEDIA POBLACIONAL

Para contrastar la hipdtesis de que f,: = p, a partir de una muestra alea-
toria simple de tamaio » de una poblacidn de media desconocida iy des-
viacion tipica conocida o, caicula el estadistico =

_F=py

T o

Rechaza H, a un nivel de significacion c en contra de la alternativa de una
cola

Hytp>pp, siz

T

in v

Hy tp<pig, siz

donde : es el valor critico superior de o obtenido de Ia tabla C. Rechaza i,
a un nivel de significacion e en contra de una alternativa de dos colas (

Ho:pzpo, sil 22"

donde =" es el valor aritico superior de @ /2 obtenido de Ia tabla C.-

El resultado observado en el ejemnplo 5.14 era = = - 4,99, La conclusién de que este
resuitado es significativo a un nivel del 1% no da toda la informacién. La z observa-
da queda mucho mds allé que el valor eritico del 1%, ¥ 1a evidencia en contrade &
s mucho mds fuerte que la que sugiere un nivel de stgnificacién del 1%. El valor }?’

2P(Z > 4,99) = 0,0000806

Infraduccidn a la inferencia estadistica (¢5)°/ 381

Significativo

Significativo
para =00

parac = 0,01 paraex = 0.01

a —_—
£ =005 2 = 0005
il :
- 7%= -2576 2*= 2576

Figura 5.15. La decision de si ef estadistico = es significativo a un nivel
de significacion e = 0.01 en la prueba de dos colas del ejemplo 5.14.

da una mejor informacién sobre la fuerza de la evidencia. El valor Pes ef menor nivel
a para el cual los datos son significatives. Conocer el valor Pnos permite valorar la sig-
nificacién a cualguier nivel.

Las tablas de los valores criticos, como la tabla C, nos permiten estimar los valo-
res P sin realizar cdiculos de probabilidad. En el ejemplo 5.14 se compara el va-
lor cbservado z = - 4,99 con todos los valores criticos normales de la dltima fila de
la tabla. El valor z = — 499 estd mds alld incluso que 3.291, el valor critico para
£ = 0.0005. Por tanto, sabemos que para una prueba de dos colas, £ < 0.001. En &l
ejemplo 5.13, = =- 1,45 se encuentra entre [os valores 0,05 y 0,10 de |a tabla. Por tanto,
el valor P para Ia prueba de una cola se encuentra entre 0.05 y 0.10. Esta aproxima-
cidn es suficientemente exacta para la mayoria de las propdsitos.

Debido a que en estadistica aplicada casi siempre se, utilizan programas estadis-
ticos Que calculan automaticamente los valores P, la utilizacidn de la tablas de valo-
res criticos estd quedando desfasada.-Las tablas de valores criticos de uso mas fre-
cuente (tales como la tabla C) aparecen en este libro con un objetivo pedagégico y
corno ayuda para los estudiantes que no dispongan de ordenador.

EJERCICIOS

5.40. Un ordenador tiene un generador de nimeros aleatorios disefiado para que
éstos se distribuyan uniformemente en el intervalo que va de 0 a 1. 5i esto es cier-
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919 97,8 1114 1223 1054 950
1038 996 966 1193 1048 1017

Supdn (aunque sea poco realista} que sabes que la desviacién tipica de las lectu-
ras de los detectores de este tipo es & = 9.
(a} Da un intervalo de confianza del 90% para la media de las lecturas # con este
tipo de detectores.
3 (b) ;Existe evidencia significativa a un nivel del 10% de que la lectura media
difiere del verdadero valor 1057 Plantea las hipétesis y haz una prueba basandote en
el intervalo de confianza del ejercicio (a).

RESUMEN

Las pruebas de significacién se proponen valorar la evidencia proporcionada por los
datos ipotesi a ipdtesi
atos en r.‘.on-l'ra :de una hipétesis nula H, v a favor de una hipétesis alternativa H,.
. Las hipdtesis se expresan en términos de parametros pobiacionales. Normai-
- mente H, afirma la ausencia de efectos, y H, establece que un determinado pardme-
“tro difiere del valar que le otorga la hipétesis nula en una direccién concreta {prue-
7“bas de una cola) o en cualquier direccion (pruebas de dos colas),
Los raze i i ignificacio i
e narfne‘nto.s esenciales de una prueba de significacion son los siguientes.
-~ 5upon que la hipétesis nula sea cierta. ;Si repitiéramos la obtencion de los datas
Jmuchas veces, obtendriamos a menudo datos tan inconsistentes con H, como los que
rlealn?ente tenemos? 5i los datos son poco probables cuando H, es cierta, son una evi-
dencia en contra de A,
Una prueba de significacion se basa en un estadistico de contraste. El valor Pes
la probabili 5 i i
: p dad, calculada suponiendo que H, sea cierta, de que el estadistico de con-
aste tome-un valor al menos tan extremo como el valor observado. Los valores P
pequenios indican la existencia de una fuerte evidencia en contra de H,. Elcilculo de
los valores Pexige conocer la distribucién muestrai del estadistico de contraste cuan-
do H, es cierta.
Sl’ el valor Pes pequefio, 0 mds pequefio que unt valor concreto e, 1os datos son
estadisticamente significativos a un nivel de significacién . :
Las pruebas de significacid ipotesis H,: i
) P! e 51gnzﬁcaq?n para la hipotesis H,: p = 1, referidas al pardmetro
esconocido 4+ de una poblacion, se basan en el estadistico =

T—po
=

TN

La prueba z supone que los datos son una muestra aleatoria simple de tamafio
que la desviacign tipica poblacional ¢ es conodida ¥ que la poblacién muestreada es

'
i

Infroduccidn a la inferencia estadisticn (.3} / 385

normal o bien que la muestra es grande. Los valores P se calculan a partir de la dis-
tribucién normal estandarizada (tabla A). En las pruebas con un nivel de significa-
cién predeterminado c, se utilizan los valores criticos de la tabla normal estandari-

zada (la vltdma fila de la tabla C).

EJERCICIOS DE LA SECCION 5.3

5.43. El estudio sobre la satisfaccion en el trabajo del ejemplo 3.8 determing el grado
de satisfaccion en el trabajo de 28 mujeres en una cadena de montaje trabajando a su
propio ritmo y, alternativamente, al ritmo fijado por una méquina. El pardmetro j es
la media de las diferencias entre ambos resultados en la poblacion de este tipo de tra-
bajadoras. Los resultados estan distribuidos normalmente. La desviacién tipica dela
poblacidn es & = 0,60. Las hipdtesis son

H(}:,LL:O
Hy ip=0

(a) ¢Cudl es |a distribucion de la media de los resuitados T def estudio de la satis-
faccion en el trabajo de las 28 trabajadoras, si la hipétesis nuia es cierta? Dibuja la
curva de densidad de esta distribucidn. (Sugerencia: dibuja primero una curva nor-
mal, luego sefiala en el eje de las abcisas lo que sabes sobre la lecalizacion depyo
en una curva normal).

(b) Supén que el estudio hallé que 7 = 0.09. Sefiala este punto en el eje de las abci-
sas de tu dibujo. En realidad, el estudio hallé que para estas 28 trabajadoras,
T =0,27. Sefiala este punio en tu dibujo. Basandote en tu grifico, explica con un len-
guaje sencillo por qué uno de los resultados constituye una buena evidencia de que

H, no es cierta y el otro no. .

{c) Dibuja otra vez la curva normal. Sombrea el drea por debajo de la curva que
da el valor P para el resultada Z = 0,09. Luego calcula este valor P (fjate en que H,
es de dos colas). '
(d) Calcula también el valor P para el resultado = 0,27. Los dos valores P ex-

presan tu explicacién de (b) de forma numérica.

5.44. Se anuncia que la superficie media de varios miles de apartamentos de un deter-
minado complejo urbanistico es de 116 metros cuadrados. Un grupo de inquilinos
cree que los apartamentos son mds pequedios de lo que se anuncia. En consecuencia,
deriden contratar a un aparejador para que determine la superficie de una muestra
de apartamentos con el fin de comprobar su sospecha. ;Cndles son las hipotesis nula

H,y alternativa H.?
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{b) El efecto observado, ;se debe al azar?
(c) El efecto observado, ;es importante?

5.61. Una empresa compara das digefios de envases de detergente para lavadoras
mediante la colocacidn de botes con ambos disefios en los estantes de varias Hendas,
Los datos sobre més de 5.000 botes comprados indican que el Diserio A fue compra-
do por mds clientes que el Disefio B. La diferencia es estadisticamente significativa
(P=0.02). ;Podemos afirmar que los consumidores prefieren claramente el Disefio A
al Disefio B? Justifica tu respuesta.

5.62. Una vez, un grupo de psicélogos midis 77 variables de una muesira de perso-
nas esquizofrénicas y de una muestra de personas que no lo eran. Los psicdiogos
compararon las dos muestras utilizando 77 pruebas de significacion distintas. Dos de
estas pruebas fueron significativas a un nivel del 5%. Supén que en realidad no hay
diferencias entre las dos publaciones en ninguna de las 77 variables. Por tanto, las 77
hipdtesis nulas son ciertas.

(a) ;Cudl es la probabilidad de que una prueba determinada dé una diferencia
significativa a un nivel del 5%7

(b) ¢Por qué no es sorprendente que 2 de las 77 pruebas fueran significativas a
un nivel del 3%?

5.5 La inferencia como método para tomar decisiones*

Las pruebas de significacion valoran la fuerza de la evidencia en contra de la hipo-
tesis nula. La fuerza de la evidencia en contra de A, la medimos mediante el va-
lox:_?f, que es una probabilidad calculada bajo el supuesto de que H, sea cierta. La
hipctesis' alternativa #, (la afirmacién para Ia que buscamos evidencia a favar)
interviene en la prueba solo para ayudarmos a determinar qué resuitados cuentan
en contra de H,.

De todas formas, la utilizacién de las pruebas con un nivei de significacién o
predeterminado sugieren oira cosa. Un nivel de significacién e escogido antes de
hacer la prueba deja entrever que los resultados de la prueba se utilizardn para
tomar una decisidn. Si nuestro resultado es significativo a un nivel a, rechazamos
1, en favor de H,. En caso contrario, no podemos rechazar H,. El paso desde medir
la fuerza de la evidencia en contra de H, hasta tomar una decisién no es pequefio.
Muchos estadisticos creen que la responsabilidad de tomar una decisidn se debe

™ El objetivo de esta seccidn mds avanzada es clarificar el sentido de las prucbas de significacidn
al compararlas con otras métodos similares. Esta Seccion no es necesaria para iesr el resto det libro.

———
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dejar al usuario y que no tiene que formar parte de la prueba. Los resultados de una
prueba son dinicamente uno més entre los muchos factores que influyen en una

decision.

Conirples de calidad

De todas formas, hay circunstancias que exigen tomar decisiones después de la infe-
rencia. Los controles de enlidad constituyen una de estas circunstancias. Un fabri-
cante de cojinetes y la empresa compradora de éstos ilegan a un acuerdo sobre unos
requisitos especificos de calidad que deben cumplir los envies de cojinetes. Cuando
llega un envio, Ia empresa compradora inspecciona una muestra de los cojinetes. En
funcién del resuitado del muestreo, la empresa compradora acepta o no el envio. Uti-
lizaremos los controles de calidad para mostrar como un concepto distinto -la infe-
rencia como decisidén— cambia la argumentacién utilizada hasta ahora en [as pruebas

de significacion.

5.5.1 Errores de tipo [ y errotes de tipo 11

Las pruebas de significacién se concentran en #, la hipdtesis nula. Sin embargo, si
hay que tomar una decisidn, no hay nada que justifigue que nos fjemos sdlo en H,
Simplemente hay dos hipdtesis, y tenemos que aceptar una y rechazar la otra, Es con-
veniente que sigamos llamando a las dos hipdtesis H, v H,, pero a partir de ahora H,
{la afirmacion en contra de la cual queremos encontrar evidencia) va no tendra el
papel destacado que tenia en las pruebas de significacién. En los problemas de con-
trol de calidad tenemos que decidir entre

H,: El envio de cojinetes cumnpie los estdndares de calidad.

H, : El envio de cojinetes no cumple los esténdares de calidad,

a partir de una muestra de cojinetes.
Confiamos en que nuestra decisidn serd la correcta, aunque algunas veces nos

equivocaremos. Hay dos tipos de decisiones incorrectas: aceptar un envio de coji-
netes defectuosos y rechazar un envio de cojinetes buenos. Aceptar un envio defec-
tuoso perjudica al consumidor, mientras que rechazar un envio bueno perjudica al
vendedor. Para distinguir estos dos tipos de errores, los lamamos de maneras dis-

tintas.
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Acepta H, Rechaza H,
/ y 3

Rechaza f,

A

Valorcritico =2 Valorcrtico # = 2015
de X (H,) dex (H)

Figura 5.18. Las probabilidades de los dos tipos de error del gjem-
plo 5.19. La prababilidad del error de tipo 1 (¢f dren sombreada mis clara)
es la probabilidad de rechazar H, : p = 2 cuando en realidad & = 2. La
probabilidad de un error de tipo II {el drea sombreada mds oscur) es [a pro-
babitidad de aceptar A, cuando en realidad 1 = 2,013

valores z tan extremos ocurrirdn con una probabilidad igual a 0.05 cuando H, sea
cierta.

NIVEL DE SIGNIFICACION Y ERROR DE TIPO I

; EI nivel de significacion o de cualquier prueba de significacion con un nivel
predeterminado es la probabilidad de un error de tipo L Es decir, aces la pro-
babitidad de que la prueba rechace la hipétesis nuia H, cuando A, en realidad
es cierta.

La probabilidad de un error de tipo I para la alternativa g = 2,015 del ejemplo
5.19 es la probabilidad de que la prueba acepte H, cuando ¢ toma este valor alterna-
tivo. Esta es la probabilidad de que el estadistico z se encuentre entre - 1,96 v 1,96,
calculado suponiendo que g = 2,015. Esta probabilidad #o es 1 - 0,05, ya que la pro-
babilidad 0,05 se hallé suponiendo que ¢ =2. He aqui el cilculo del error de tHpo .

Introduccidn a I inferencin estadistica (c.5) / 401

EJEMPLO 5.20
Para calcular la probabilidad de un error de tipo IT:

Paso 1. Escribe In regla de aceptacion de H, en términos de Z. La prueba acepta f,
cuando

En este paso no interviene la alternativa de que p = 2.015.

Paso 2. Halla la probabilidad de aceptar H, suponiendo que I hipdtesis alternativa seq .
cierta. Toma p = 2.015 v estandariza para hallar la probabilidad.

Plerror detipo 1) = P(1,9912 £ ¥ < 2.0088)
(].9912 —2.015  #-2015 < 2.0088 -~ 2.015) _
001/v5 T 001/v/5 = 001/V3 )
=P(-532<2< -1,39 =0,0823

La figura 5.19 flustra esta probabilidad de error en términos de la distribucién de
T cuando g = 2,015, La prueba aceptaria de una manera equivocada [a hipdtesis de
que g = 2 en aproximadamente un 8% de todas las muestras cuando p=2015 8B

Esta prueba de significacidn rechazard un 5% de todos los envios de cojinetes
correctos (para los cuales 2 = 2). Aceptard un 8% de los envios de forma equivorada
cuando g = 2,015. Los cilculos de las probabilidades de los errores ayudan al vende-
dor y al comprador a decidir si la prueba es satisfactoria.

EJERCICIOS

5.63. Tu empresa comercializa un programa de diagnéstico médico informatizado. El |
programa comprueba los resultados de las pruebas médicas rutinarias (presion san-
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404 / ESTaDiSTICA APLICADA BASICA

toman decisiones es algp distinto del lenguaje utilizado en las pruebas de significa-
cién. Cuando se toman decisiones se menciona la probabilidad de que una prueba
rechace H, cuando una determinada alternativa es cierta. Cuanto mas alta sea esta
probabilidad, mds sensible es la prueba.

Los cilculos de la potencia son esencialmente los mismos que los célculos de pro-
babilidad de los errores de tipo II. En el'ejemplo 5.20 la potencia es la probabilidad
de rechazar H, en el segundo paso del cilculo. Esta probabilidad es igual a

-0,0823, 0 0.9177.

Tanto el cilculo de los valores P como el calculo de la potencia nos dicen lo que
ocurriria si repitiéramos la prueba muchas veces. El valor P describe lo que ocurri-
ria si supusiéramos que la hipGtesis nula es cierta, La potencia describe lo que
ocurriria si supusiéramos que una determinada alternativa es cierta,

En la preparacion de una investigacion que incluya pruebas de significacion, un
usuario prudente de la estadistica decide qué alternativas debe detectar |a prueba v
comprueba que fa potencia sea la adecuada. La potencia depende del valor concreto
del pardmetro en H, en el que estemos interesados. Los valores de la media i que
estdn en H, pero que se hallan praximos al hipotético valor g, son mis dificiles de
detectar (la potencia es baja) que los valores de p alejados de 12, 5i la potencia es
demasiade baja, una muestra mayor aumentard [a potencia para un mismo nivel de
significacidn cv. Para calcular la potencia, debemos fijar un valor de & de manera que
tengamos una regla fija para rechazar H,. De todas formas, es preferible dar los valo-
res Pa utilizar un nivel de significacion predeterminado. La préctica habitual con-
siste en calcular [a potencia a un determinado nivel de significacién como a = 0,05,
incluso si se tiene la intencién de dar el valor P

EJERCICIOS

5.66. El fabricante de refrescos del ejercicio 5.7 considera que una pérdida de dulzu-
ra serfa inaceptable si la media de las respuestas de todos los catadores es g = 1,1,
¢Una prueba de significacion del 5% para contrastar [as hipétests
H{; Lp= 0
He:ip>0
basada en una muestra de 10 catadores detectard por lo general un cambio de esta
magnitud?

(Qiteremos la potencia de [a prueba en contra de la alternabva #=1,1. Esta poten--

cia es la probabilidad de que la prueba rechace H, cuando g = 1,1 es certa. El méto-
do de calculo es similar al método de calculo del error de tipo II. '

Introduccign a la infermcia estadistica (.5) / 405

(a) Paso 1: Escribe el procedimienio para rechazar H, en términos de 7. Sabemos que
@ =1, por lo que la prueba rechaza H, a un nivel o = 0,05 cuando

E—0
z= = 1.645
1/v10

Expresa esta desigualdad en términos de .

(b) Paso 2: La potencia es la probabilidad de este suceso suponiendo que la alternativa
sed cieria. Estandariza la desigualdad utilizando p = 1.1 para hallar Ia probabilidad
de que Z tome un vaior gue lleve al rechazo de A,

5.67. El ejercicio 5.39 hace referencia a una prueba sobre el contenido medio de fas
botelias de refrescos. Las hipdtesis son

Hp =300
H,:p< 300

El tamafio de la muestra es »n = 6, v se supone que la poblacion tiene una distri-
bucion normal con o= 3. Una prueba de significacién del 5% rechaza &, si =< 1.645,

donde el estadistico = de contraste es

__E-300
Ty

Los célculos de la potencia nos ayudan a determinar cudl es Ja magnitud del défi-
cit en el contenido de las botellas que se espera que pueda detectar la prueba.

(a) Halla lz potencia de esta prueba en contra de la alternativa p = 299,

(b) Halla la potencia de la prueba en contra de la alternativa g = 295.

(¢) La potencia de la prueba en contra de y = 290, ;es mayor o menor que el valor
que hallaste en (b}? (No calcules esta potencia). Justifica tu respuesta.

5.68. Aumentando el tamario de [a muestra se incrementa la potencia de una prueba
cuando el nivel & no cambia. Supén que en el ejercicio anterior se hubieran tomado
medidas de una muestra de n botellas. En ese ejercicio, n = 6. La prueba de signifi-
cacion del 5% sigue rechazando H, cuando = < - 1,645, perc zhora el estadistico z es

z — 300

YV
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408 / ESTADISTICA APLICADA BASICA

a un nivel de significacidn del 1%. El tamano de la muestra es n = 3 y o = 0,0068.
Hallaremos la potencia de esta prueba en contra de la alternativa p = 0,845,
(a) La prueba del ejemplo 5.14 rechaza H, cuando |z 12 2,576, El estadistico = de

coniraste es

F — 0486
0.0068//3

Describe Ia regla para rechazar 4, en términos de los valores de Z (debide 2 que
la prueba es de dos colas, se rechaza H, cuando T es demasiado grande o demasiado

pequefia}.

(b} Ahora halla la probabilidad de que T tome vaiores que conduzean a rechazar
H, si la verdadera media poblacional es p = 0,845, Esta probabilidad es la potencia
de la pruaba.

(é):__gCuéI es la probabilidad de que esta prugba cometa un error de tipo If cuan-

do 2 = 0.845?

5.70. En ef ejemplo 5.11 el médico de una empresa no hallé evidenda significativa de
que la media de la presion sanguinea de una poblacién de ejecutivos fuera distinta
de la media nacional 4 = 128. E] médico se pregunta ahora si la prueba utilizada
detectaria una diferencia importante si la hubiera. Para una muestra aleatoria simple
de tamario 72 de una poblacién con una desviacicn tipica & = 15, &l estadistico = es

T~ 178
15/vV72

. prueba de dos colas rechaza H,: pp = 128 & un nivel de significacion del 5%
cuando fz1 2 1.96.
(a) Halla la potencia de la prueba en contra de la alternativa po=134
..{b} Halla !a potencia de la prueba en contra de # =122, ;:5e puede confiar en que
la prueba detecte una media que esté a & unidades de la media u=1287
(c) 51 la alternativa estuviera mds lejos de H, digamos que 4 = 136, Ia potencia
de la prueba, ;seria mayor o menor que los valores calculados en (a) v (b)?

5.71. En el ejercicio 5.67 hallaste la potencia de una prueba er contra de Ja alternat-
va yu = 295. Utiliza el resultado de ese ejercicio para hallar las probabilidades de los

errores de tipo [ y de tipo II para esa prueba y esa alternativa,

5.72. En el ejarcicio 5.64 haliaste las probabilidades de los dos tipos de error de la

prueba H, : p = 275, con la alternativa cancreta & = 270. Utiliza ef resultado da ese _

ejercicio para dar la potencia de la prueba en contra de Ja alternativa uo=270.

Bt it et







